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1) Begin elke opgave op een afzonderlijk blad.

2) Schrijf op elk blad je naam.

3) Schrijf duidelijk en leesbaar !

4) Het tentamen bestaat uit 3 opgaven, met elk ongeveer hetzelfde gewicht.

5) Openboek-tentamen: nee.

6) Formuleblad: nee.

1. Schrödinger en Heisenberg beeld

Met behulp van de evolutie operator (we veronderstellen dat de Hamiltoniaan niet

expliciet van de tijd afhangt)

U(t, t0) = e−
i
h̄

H (t−t0) , (1)

worden tijdsonafhankelijke operatoren AS in het Schrödinger beeld gerelateerd aan

tijdsafhankelijke operatoren AH(t) in het Heisenberg beeld via (we stellen t0 = 0 van

nu af aan)

AH(t) = U †(t)AS U(t) . (2)

In het Heisenberg beeld wordt de tijdsevolutie bepaald door de Heisenberg vergelijkin-

gen. Toegepast op de positie operator XH en impuls operator PH,

∂XH

∂t
=

1

ih̄
[XH, H] ,

∂PH

∂t
=

1

ih̄
[PH, H] . (3)

Beschouw nu de harmonische oscillator in één dimensie met Hamiltoniaan

H =
p2

2m
+ 1

2
mω2x2 . (4)

• Bereken ∂XH

∂t
via het rechterlid in (3). Geef bij elke operator goed aan in welk

beeld hij geschreven is. Analoog, bereken ∂PH

∂t
.
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• Los dit stelsel van differentiaal vergelijkingen op en bewijs dat de oplossing kan

geschreven worden als

XH(t) = XS cos(ω t) +
1

mω
PS sin(ω t) . (5)

• Voldoet deze oplossing aan de verwachting u heeft gebaseerd op de oplossing van

de bewegingsvergelijkingen in de klassieke mechanica ? Motiveer uw antwoord.

2. Impulsmoment

In de theorie van het impulsmoment voldoen de ladder operatoren aan

J±|j,m >=
√

(j ∓m)(j ±m+ 1)h̄|j,m± 1 > , (6)

met −j ≤ m ≤ j. Beschouw nu een deeltje met spin 1/2, i.e. j = 1/2.

• Bereken de matrix elementen van Jx = (J+ + J−)/2, Jy = (J+ − J−)/2i en Jz in

de basis |1
2
,m >. Schrijf het resultaat als 2 bij 2 matrices.

• Bereken, via de machtreeks van de exponent, de matrix elementen

D(j= 1
2
)

m′m ≡< 1
2
,m′|e−

i
h̄

~α· ~J |1
2
,m > , (7)

waarbij ~J = (Jx, Jy, Jz) en ~α = (αx, αy, αz) willekeurige hoeken zijn waarover

de rotatie plaats vindt. Bereken eerst hiervoor de 2 bij 2 matrix ~α · ~J en neem

daarna de exponent [U kan uw eind antwoord controleren door de unitariteit van

D na te gaan.]

• Naar welke toestanden transformeren de kets |1
2
, 1

2
> en |1

2
,−1

2
> onder een rotatie

rond de hoeken

i) ~α = (0, π, 0)

ii) ~α = (2π, 0, 0)

iii) ~α = (0, 0, 4π) ?

3. Tijdsafhankelijke storingstheorie

Gegeven de ongestoorde Hamiltoniaan voor een twee-toestanden systeem:

H0 =

(
E1 0

0 E2

)
. (8)

Het is duidelijk dat de eigenwaarden voor het ongestoorde probleem E1 en E2 zijn, met

bijbehorende eigenvectoren

φ
(0)
1 =

(
1

0

)
, φ

(0)
2 =

(
0

1

)
, (9)
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respectievelijk.

We voegen nu een tijdsafhankelijke storing toe van de vorm

V (t) =

(
0 g sin(ωt)

g sin(ωt) 0

)
(10)

met storingsparameter g een reeel en klein getal.

• Gegeven is dat op t = 0 de toestand in de eigentoestand φ
(0)
1 van de ongestoorde

Hamiltoniaan is. Bereken dan, gebruik makende van eerste orde storingstheorie,

een uitdrukking voor de kans dat op tijdstip t, het systeem zich in eigentoestand

φ
(0)
2 bevindt, als functie van t.

• Analyseer uw antwoord voor t→ 0; wat is de eerste niet nulle correctie ? Vergelijk

dit met de situatie wanneer de storing cos(ωt) bevatte in plaats van sin(ωt). Is

uw antwoord consistent met het feit dat sin(ωt) oneven is in t→ −t ?

Ter herinnering: de algemene oplossing van de Schrödinger vergelijking kan geschreven

worden als

|Ψ(t)〉 =
∑
k

ck(t)e
− i

h̄
Ekt|ψk〉 , (11)

met Ek en |ψk〉 de eigenwaarden en eigentoestanden van H0, en waarbij ck(t) tijd-

safhankelijke coëfficiënten zijn die u in storingstheorie kan bepalen uit de Schrödinger

vergelijking, gebruik makende van de machtreeks

ck(t) = c
(0)
k (t) + gc

(1)
k (t) + g2c

(2)
k (t) + · · · . (12)

Eerste orde storingstheorie betekent dus het bepalen van de functies c
(1)
k (t).
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