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Opgave 1.

a) Om te weten voor welke waarden van a geldt dat det(A) = 0, moet eerst de determinant van
A bepaald worden:

1 3
det(A) =1 2 a —1-(9-a—26)—3-(18—18) +a- (12—3-a) = —3a® + 2la — 36
3 6

© SR

Als nu det(A) = 0, dan geldt dus dat —3a® + 21a — 36 = 0, dus a? — 7a + 12 = 0. Oplossingen
hiervoor zijn: a =3, a =4. Dus det(4) =0 alsa =3 of a = 4.

b) Een matrix is inverteerbaar als de determinant van de matrix ongelijk nul is. Voor a = 2 is dit
waar (zie vraag a), dus is A inverteerbaar. Berekenen van de inverse:
1 3 2]1 00 1 3 2|1 00

2 2 6/01 0 |~(2 2 6[0 10|~
36 9/0 0 1 0 -3 3/-3 0 1
1 0 5[-2 01 1 0 5 ]-2 01
2 6/0 1 0]|~[0 2 —4|4 1 2|~
0 -3 3/-3 0 1 0 -3 3 |-3 0 1
1 0 5]-20 1 10 5|-2 0 1
00 6[6 3 -4 |~[00 1[-1 -3 2 |~
0 -3 3|-3 0 1 0 1 —-1|1 -3
1 oo03 2 -1
001—1—%%
01 0[]0 —5 3
35
Dan is dus A=! = o -1 1
o 1 3
2 3
Opgave 2.

a) Om de eigenwaarden te berekenen lossen we |B — AI| = 0 op voor A. Expansie over de derde
rij levert (5 — A\)((3 —A)2 —4) = (5= A)(A = 5)(A — 1) = 0. Dus de eigenwaarden zijn 1 en 5.

b) Allereerst merken we op dat er drie eigenvectoren moeten zijn, omdat B symmetrisch is. De
eigenvectoren worden berekend door het oplossen van B — Al = 0. Voor A = 1 betekent dit het

2 -2 0 1 0 1
oplossen van | —2 2 0 2 | = | 0 |]. Oplossen levert de eigenvector x| 1
0 0 4 x3 0 0

IDeze uitwerkingen zijn met de grootste zorg gemaakt. In geval van fouten kan de ZC niet verantwoordelijk worden
gesteld, maar wordt zij wel graag op de hoogte gesteld: tbc@a-eskwadraat.nl
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Voor A = 5 moeten we oplossen: -2 -2 0 To =

0 0 0 T3
0
0
1

-1
Oplossen hiervan geeft twee eigenvectoren: p 1 en
0

0
0
0

Opgave 3.

a)

4)

De nulruimte is de deelruimte van Vs die gegeven wordt door alle elementen die naar 0 worden
afgebeeld door 6. Dat zijn alle polynomen van graad 1 of lager. Een basis hiervoor is bijvoor-
beeld 1,x. Merk op dat voor n = 0 heel Vj in de nulruimte zit en dan 1 een voorbeeld van een
basis is.

De rang van een operator is de dimensie van haar beeldruimte. De beeldruimte van § bestaat
uit alle polynomen van graad n — 2. Deze ruimte heeft dimensie n — 1. Met uitzondering voor
n = 0,1, dan is de rang van § gelijk aan 0.

V3 bestaat uit alle polynomen van graad 0 tot graad 3, een mogelijke basis hiervoor is 1, z, 22, 23.

De makkelijkste manier om de bijbehorende matrix te berekenen is door het beeld van de
basisvectoren te berekenen. Je vindt voor deze basis dan de volgende matrix:

OO OO
O O OO
o O oW
O O OO

Het nemen van de tweede afgeleide is hetzelfde als twee keer de eerste afgeleiden nemen. Laat
FE de matrix zijn voor het nemen van de eerste afgeleide, dan is D = EF.

Opgave 4.

a)

Vector v; = (1,—-2) ligt op lijn I. Vector vy = (2,1) staat loodrecht op lijn I. Dan is dus
o(v1) = vi, o(vz) = —vy en vormen vy,ve een basis van eigenvectoren van R2. (Ze zijn
lineair onafhankelijk, aangezien ze loodrecht op elkaar staan. Een andere reden dat ze lineair
onafhankelijk zijn, is dat ze de eigenvectoren van verschillende eigenwaarden zijn. Lineaire
onafhankelijkheid kan ook direct gecontroleerd worden).

. . . . . 1 0
De matrix van o ten opzichte van een basis van eigenvectoren, is A = ( 0 —1 )

De matrix van o ten opzichte van de standaardbasis is B = CAC ™!, waarbij C' = ( _12 ? )

de matrix is die de bases verwisselt. Eerst moet C~! berekend worden:

(3 7)
(4 )00

De determinant van o is -1. Als er een 7 : R? — R? zou zijn, zodanig dat o = 7 o 7, dan geldt
dat det(o) = det(7)? > 0, wat niet het geval is.
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Dan geldt dat:
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Opgave 5.

Laat (V,(-,-)) een inproductruimte zijn.

a)

De som U+ W van een willekeurig paar lineaire deelruimtes U en W van V is gedefinieerd door:
U+W={veV|eriseenu €U eneen w € W zodat v =u+ w}

Bewijs dat U + W ook een lineaire deelruimte van V is.

U + W is een lineaire deelruimte van V als hij niet leeg is, en gesloten is onder sommen en
scalaire producten. U + W niet leeg is triviaal: omdat 0 € U en 0 € W, geldt 0 € U + W.
Laat x en y € U + W, dan zijn er 1 en y; € U, en x5 en yo € W zodanig dat x = 1 + x2
eny =1y +y2. Maar 1 +y; € U en 2 + yo € W, omdat U en W lineaire deelruimten zijn.
x+y=(x1+y1)+ (ra+y2), en daarom x +y € U+ W. Laat z€ U+ W, dan zijn er 2 € U
en zo € W, zodanig dat z = 21 + 25. Voor A € R willekeurig, geldt A\z; € U en A\zo € W,
omdat U en W lineaire deelruimten zijn. Maar Az = Az; + Azg en dus Az € U + W. We
hebben vastgesteld dat U + W gesloten is onder sommen en scalaire producten, dus is U + W
een lineaire deelruimte van V. 6 punten. Slecht leesbaar of onvolledig opgeschreven: 1 punt aftrek.

Het orthogonaal complement U+ van een lineaire deelruimte U van V is gedefinieerd door:
Ut = {v e V| vooralle u € U geldt (u,v) = 0}

Bewijs ook van U~ dat het een lineaire deelruimte is.

Nu moeten we aantonen dat U~ niet leeg is en gesloten is onder sommen en producten. Omdat
{u,0) = 0 voor alle u € U geldt vanzelf dat 0 € UL. Laat  en y € U+. Dat is precies het geval
als (u,z) = (u,y) = 0 voor alle u € U. Maar dan (u,z+vy) = (u,x)+ (u,y) = 0 voor alle u € U,
endus z+y € UL, Laat z € Ut en )\ € R willekeurig. Nu geldt (u, \z) = A{u, z) = 0 voor alle
u € U, en dus A\z € U+. Hiermee is ook van UL vastgesteld, dat het een lineaire deelruimte
van V' is. 6 punten. Slecht leesbaar of onvolledig opgeschreven: 1 punt aftrek.

Bewijs dat U+ N W+ = (U + W)+ voor elk willekeurig paar lineaire deelruimtes U en W van
V.

We moeten bewijzen dat alle z € U+ N W+ element zijn van (U + W)+ et vice versa. Laat
r € UtN W dan x € UL en o € W, wat precies het geval is als (u,z) = (w,z) = 0 voor
alleu e Uenw € W. Alsv € U+ W geldt echter dat er u € U en w € W zijn, zodanig dat
v =u+w. In dat geval geldt (v,z) = (u,x) + (w,z) = 0. Aangezien dit voor alle v € U + W
geldt, volgt echter dat x € (U + W)+,

Laat y € (U + W)*. Nu geldt voor alle w € U en w € W, dat (u + w,z) = 0. Ook als
u = 0, en dan volgt dat (u + w,z) = {(w,x) = 0 voor w € W willekeurig. En als w = 0, dan
(u+w,z) = (u,x) = 0 voor u € U willekeurig. Hieruit volgt dat y € U+ en W+, en dus in
Utnwt.

Nu hebben we aangetoond dat Ut N W=+ C (U + W)t en (U + W)t Cc ULt N W, en dus
Utnw = U+ w)t

Opmerkingen: Inproducten zijn niet strict positief: ((1,0)%, (-1,
altijd waar dat als (u,v) = —(w,v), dan u = —w: {(1,0)T,(0,1)T)
(0,1)" # (0,0)".

8 punten voor U N W+ C (U + W)t en 3 punten voor (U + W)= C UL N W, Slecht leesbaar of
onvolledig opgeschreven: 1 punt aftrek.

0)7) = —1. Ook is het niet
= —{(1,0)7,(0,0)T), maar



