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Opgave 1.
De afzonderlijke componenten van de functie
fiRP =R (2,y) = (2%, 2y,9°)

zijn alle polynomen en derhalve zijn deze componenten partieel differentieerbaar en de partiele afge-
leiden zijn continu. Dit impliceert dat f totaal differentieerbaar is. (Zie St. 1.15.) De totale afgeleide
van f in het punt (x,y) wordt gegeven door de matrix (t.0.v. de standaard basis in R? en R3)

o (z,y) %?(x,y) 2 0
mat(Df(z,y)) = | %2(z,y) %7;(%2/ =y =
8 (wy) Yo(a,y) 0 2y

Opgave 2.

Zij f : R — R de functie z — |2|3. Deze functie is tweemaal differentieerbaar met eerste en tweede
afgeleide gelijk aan
df df
dx dx?
De tweede afgeleide van f is continu en dus is f van klasse C?. Aangezien de tweede afgeleide van f
niet differentieerbaar is in 0, is f niet C3.

() = 3|z en (z) = 6]z|.

Opgave 3.
Zij f : R? — R de functie

(2,y) — 1 alsyeQ,
Y 0 alsy¢Q.

Voor iedere y € R is de functie R — R; = — f(z,y) constant en dus differentieerbaar. In het
bijzonder6 impliceert dit dat f partieel differentieerbaar is naar de eerste variabele en
of

voor alle (z,y) € R?. Aangezien lim,_,, f(x,v) voor geen enkele (z,y) € R? bestaat, is f nergens
continu.

Opgave 4.

a) De functie
¢: (R\{0}) xR—R; (z,y) — [y|log|z|
is evenals de exponentiele functie continu. Omdat f gelijk is aan expogd op (R\ {0}) x R, is f
continu op deze verzameling.

Zij yo € R\ {0}. Stel e > 0. Als § < min(1, %, e%7) en ||(z,y) — (0,0)] < &, dan

lvol

lvol lyvol
|f(z,y) = £O0,9)] = |2V < |z 7" <62 <e

IDeze uitwerkingen zijn met de grootste zorg gemaakt. In geval van fouten kan de ZC niet verantwoordelijk worden
gesteld, maar wordt zij wel graag op de hoogte gesteld: tbc@a-eskwadraat.nl



Dit impliceert dat f continu is de punten (0, yp) met yo # 0. Omdat

lim f(z,z) = lim |z|/*! = exp(lim |z|log|z|) = 1 # 0 = £(0,0),
r—0 r—0 z—0

is f niet continu in de oorsprong. De conclusie is daarom dat f continu is op R? \ {0}.

b) De functie ¢ is partieel differentieerbaar naar beide variabelen met continue partiele afgeleiden
op de verzameling (R \ {0})2. De partiele afgeleiden worden voor x # 0 en y # 0 gegeven door

o P
%(w,y) = |ylsign(z) [z|Y/7! en ;;(x,y) = log(|z|) sign(y) |=|"V'.

Merk op dat
h,y) — h|Y —
i L) = @)y P20 i gign(n)
h—0 h h—0 h—0
bestaat dan en slechts dan als |y| > 1 en in dat geval gelijk is aan 0. Verder geldt voor iedere
y # 0 dat
h—0 h h—0 h

zodat geconcludeerd kan worden dat f partieel differentieerbaar is in de punten (0,y) met
ly| > 1. In deze punten zijn de partiele afgeleiden continu, wat eenvoudig aan de uitdrukkingen
voor de partiele afgeleiden in de punten (z,y) met x # 0 en y # 0 gezien kan worden. Stelling
1.15 impliceert nu dat f totaal differentieerbaar is op de verzameling

U= (®\{0})*U ({0} x (R\ [-1,1))).

Omdat niet alle partiele afgeleiden van f bestaan in de punten (0,y) met |y| < 1is f volgens
Stelling 1.15 niet totaal differentieerbaar in deze punten.
Stel a,b # 0, dan geldt volgens de stelling van Taylor voor de exponentiele functie

ta.th) — 0 [tb] log |z+ta| _ 1
f(x+ta, t) f(z,0) _° ; = |b|sign(t) log |z + ta| + R(¢),

waarbij de absolute waarde van de restterm R(t) kleiner is dan of gelijk is aan een constante
(onafhankelijk van ¢) maal |¢|. De limiet voor ¢ — 0 van deze uitdrukking bestaat niet tenzij
|2] =1 en dus is f niet partieel differentieerbaar in (z,0) met & # 0 en || # 1. Volgens Stelling
1.15 is f nu ook niet totaal differentieerbaar in deze punten. In de punten (£1,0) bestaan alle
richtingsafgeleiden van f wel en zijn gelijk aan 0. Dit doet vermoeden dat f in deze punten
totaal differentieerbaar is met totale afgeleide gelijk aan 0. Dit is inderdaad het geval aangezien
met behulp van de stelling van Taylor kan worden ingezien dat

|f(£1 + ha, ho) — f(£1,0)] . Jelhal los FELHmT — 1]

lim = im
(h1,h2)—(0,0) |(h1, ho)|| (h1,h2)—(0,0) |(h1, ho)l

bestaat en gelijk is aan 0. Samenvattend kan geconcludeerd worden dat de verzameling waarop
f totaal differentieerbaar is, gelijk is aan

U U {(£1,0)}.

Opgave 5.
a) Stel f:{(z,y) € R? :2 >0,y >0} — R is een functie. Er geldt

lim (lim f(z,y)) =

z—0 y—0 (m7y%l_>l’rl(070) f(.’L', y) = ;%(i% f($7 y))

mits al deze limieten bestaan. (Zie Gevolg 2.2.)



b) De conditie bestaat uit drie onderdelen:
Er bestaat een 61 > 0 zodanig dat lim,_,o f(z,y) bestaat voor alle z € (0, 61) en lim,_o(lim,_¢ f(z,y))
bestaat:
Vei>035,>0%0<y<s, * [f(2,y) — el <en
JeerIs,>0V0<w <6, e ek | €N
Ver>0J0<85<8, Vo<a<ss © ez — | < €2

lim, 4y —(0,0) f(2,y) bestaat:

JeerVe>03650Y (2 y)er2 . ()< © | f(2,y) — f(0,0)] <€

>0

Er bestaat een 61 > 0 zodanig dat lim,_.¢ f(z,y) bestaat voor alle y € (0,01) en lim,_,o(lim,_.o f(z,y))
bestaat:
Ve, >036,>0V0<a<s, | f(2,y) — ¢yl < e
JeerTs,>0V0<y<s, Je er * § €N
Ves>0J0<s3<8, Vo<y<ss @ ey — ¢ < €2

c) Zij f: (Rsg)? — R de functie (z,y) — ﬁ Nu geldt

lim (lim f(z,y)) =lim1=1
y—0 z—0

z—0

en
Jim (ling f(2,y)) = lim 0 = 0.
Opgave 6.
Zij t > 0.

S | cd 1 d (¢ 1
o (22 +1) o dt x4t dt Jo x2+t

Voor de laatste gelijkheid is gebruik gemaakt van de stelling voor verwisseling van differentiatie en
integratie. Toepassing van deze stelling is toegestaan omdat de functie f: Rug X R 3 (¢,2) — x%“
continu differentieerbaar is. (Dit impliceert in het bijzonder dat voor iedere ¢t > 0 de functie z —
f(t,z) Riemann-integreerbaarheid is over [0,c] en dat f partieel differentieerbaar is naar de eerste
variabele met continue partiele afgeleide.) De variabelensubstitutie y = % leidt tot

/C Ly \/i/fz L 1acta(c>
Tr = — ———dr = —=arctan [ —= | .
o T2+t t Jo x2+1 Vit Vit

‘We kunnen nu concluderen dat

/c 1 d d 1 " c 1t*% ; c n c 1
— _dr=———arctan | —= | = = arctan [ — e ——
o (22 +1)? dt /t Vit 2 Vi) 2t +t2

Opgave 7.

a) Zie figuur 1.

b) Het windingsgetal van « rond 0 is

1 Y x 1 [
W - — d ——dy | = — 2dt = 2.
0(7) It /y ( 1.2 + y2 x + 132 + y2 y> o /()
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Figuur 1: De kromme ~.

Opgave 8.

Zij w de differentiaalvorm op R? gegeven door w(w,y) = y dx —x dy. Merk op dat w een C'! differenti-
aalvorm is. Omdat R? enkelvoudig samenhangend is, is w exact dan en slechts dan als w gesloten is.
(Zie Gevolg 3.22.) Aangezien w = g1 dx + go dy, met g1 : R? 3 (2,9) — y en gz : R? 3 (2,y) — —u,
is w gesloten dan en slechts dan als

991 _ 992
Ay Ox
Dit is niet het geval, want
g1 _ 092 i
— =1 en — =-1.
y or

De differentiaalvorm w is dus niet exact.



