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U mag in ieder onderdeel de conclusies van voorgaande onderdelen gebruiken, ook als u

die (nog) niet bewezen hebt. Veel succes!

Opgave 1

Zij f : [0, ∞[→ R, f(0) = 0, f(1) = 1 en limx→∞ f(x) = 0. Definieer, voor iedere
k ∈ Z>0, de functie fk : [0, ∞[→ R door middel van fk(x) = f(k x), x ≥ 0. Bewijs:

a) De rij (fk)
∞
k=1 convergeert puntsgewijs naar 0. (Hint: behandel het onderzoek in het

punt x = 0 en in een punt x > 0 apart.)

b) Voor iedere k ∈ Z>0 geldt dat supx≥0 |fk(x)| ≥ 1. De rij (fk)
∞
k=1 convergeert niet

uniform naar 0.

Opgave 2

a) Bewijs dat ez +e−z = 0 ⇐⇒ e2z = −1 = eπ i ⇐⇒ er is een geheel getal k waarvoor
z = π

2
i +kπ i.

b) Bewijs dat

(*)
1

ez +e−z
=

∞∑
n=0

cn zn,

waarin het rechterlid een machtreeks is met convergentiestraal gelijk aan π
2

en de
identiteit geldt voor alle complexe getallen z waarvoor |z| < π

2
.

c) Bereken de afgeleiden van het linkerlid in (*) tot en met de orde twee en bereken c0,
c1 en c2.
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Opgave 3

Zij r > 0 een gegeven positief reëel getal.

a) Bewijs dat, voor iedere x ∈ R, ∑
n≥0

∣∣∣∣rn

n!
ein x

∣∣∣∣ = er .

Bewijs dat de reeks
∑

n≥0
rn

n!
ein x uniform voor x ∈ R convergeert naar de functie

er ei x
.

b) Bewijs dat
1

2π

∫ 2π

0

er ei x

e− i k x dx =

{
rk/k! als k ∈ Z≥0,

0 als k ∈ Z<0.

c) Wat is, voor een willekeurige 2π-periodieke functie, de identiteit van Parseval? Ge-
bruik deze om te bewijzen dat

1

2π

∫ 2π

0

e2r cos x dx =
∞∑

n=0

r2n

(n!)2
.

2


