Uitwerking, Herkansing Functies en Reeksen, 23 december 2014

Opgave 1

(a) Met de gebruikelijke rekenregels zien we dat de functie ¢ partieel differentieerbaar is, met
parti€le afgeleiden

Dyp(u,v) = ( _gz ) en  Dop(u,v) = ( ;Z )

Deze partiéle afgeleiden zijn continu. Hieruit volgt dat ¢ totaal differentieerbaar is op R?,

met afgeleide gegeven door
—2u v
Detu) = “u o )

(b) De functie f is in het bijzonder C* dus wegens een stelling totaal differentiecerbaar op R?.
Hieruit volgt dat de samenstelling ¢ = f o op grond van de kettingregel totaal differen-
tieerbaar is, met totale afgeleide gegeven door

Dg(u,v) = Df(¢(u, v)) Dp(u, v).

Vermenigvuldiging van de Jacobi matrices geeft

0 0 0
o) = 20w e) + 20 (o)
99 of

%(u, v) = 2v %Qp(u, v)) +2v g—(go(u, v)).

(c) Aangezien de partiéle afgeleiden van f ook C? zijn, kunnen we de in (b) gevonden formule
toepassen op de parti€le afgeleiden van f en vinden we

9%g g [of of
= — | =L =L
o) = 20 | ot + ot )]
0% f 0 f
= 20 |2 L ) - 2ug L (o(u)
2 an
2v |2 2u—s=
v (20 (o) + 205 ot 0)
Aangezien f een C?-functie is, geldt dat
f  0f
oxdy  Oydz’
De hierboven optredende gemengde parti€le afgeleiden vallen dus tegen elkaar weg, en we

vinden dat 52 - "
ng(u,v) = 4w (a—gﬂ(w(u,v)) — w(gﬁ(u,v})) ,



Opgave 2

(a)

(b)

(c)

De functie h is continu, dus lokaal Riemann integreerbaar op [0, co[. Voor § > 0 geldt dat

/Bh(t) dt — /ﬂu 2= [~ =1 ﬁ.

Het rechterlid heeft limiet 1 voor 5 — oco. We zien dat de functie h oneigenlijk Riemann
integreerbaar is op [0, 0ol terwijl
/ h(t) dt = 1.
0

We beschouwen de functie g : R x [0, co[— R gedefinieerd door

1
L+ ta?)(1+t5)

g(l‘?t) =

De functie g is continu op zijn domein. Bovendien geldt z € Ren ¢ > 0 dat

| < L 1
T8 T 1+

l9(,1)

Het rechterlid is oneigenlijk integreerbaar over [0, co[. Met behulp van de stelling van
uniforme majorantie zien we dat de functie f continu is op R.

De in (b) geintroduceerde functie g is partieel differentieerbaar naar zijn eerste variabele,
met parti€le afgeleide gegeven door

dg 2xt

—(z,t) = — :

Ox (1+t2?)2(14t)3

Deze partiéle afgeleide functie is continu op R x [0, oo, terwijl voor alle z € Rent > 0
geldt dat

dg t
—(x,t ——— < 2|z|h(t).

71| < 2lal gy < 2lalh(®)
Zij R > 0. Dan volgt met behulp van de stelling over differenti€ren onder het integraal-
teken dat f differentieerbaar is op het interval [— R, R|, terwijl voor alle + € [—R, R]

geldt
-7 < —= <2 = 2|x|.
/0 8w<x’t> dt‘ < /0 'ax(x,t)‘ dt < 2|z| i h(t) dt = 2|x|

Aangezien dit geldt voor elke R > 0 volgt het gestelde.

< 2|z

()] =




Opgave 3

(a) Zij x > 0. Dan geldt —nx — —oo voor n — 0o, dus e "* — 0. Hieruit volgt dat

1 1 1
f”(x)—m—i—e—m_):c—l—o—;’ (n = o0).

(b) We merken op dat f,,(0) = 1 voor alle n, dus f,,(0) — 1 voor n — oco. Definieer de functie
f:[0,00[— R door f(z) = 1/x voor x > 0 en door f(0) = 1. Dan zien we met (a) en het
voorgaande dat f,, — f puntsgewijs op [0, ool.

(c) Voor x > 0 geldt dat

et 1 ze™ — [xe™ + 1] -1
In(@) = fl@) = vent 1 x x2ent 4 g x2enm 4o
dus
1 1 —2 _—nx
|fu(z) = f(z)| = < =x e

.%‘2 ent 4 o (L’Q ent

(d) Voorz >aenn>0geldtdat z72 < a2ene ™ < e ™, dus
| ful) — f(z)] < a 2e™
Hieruit volgt dat
1o = flliaoef < a2 =0, (n — o0).

We concluderen dat f,, — f uniform op [a, oo

(e) Veronderstel dat de rij (f,,) uniform convergeert op [0, oo[. Dan moet de uniforme limiet
gelijk zijn aan de functie f. Elk der functies f,, is continu, dus wegens een stelling zou f
continu op [0, co[ moeten zijn. Wegens (a) is f niet begrensd op |0, 1], dus dit kan niet het
geval zijn. De rij (f,,) convergeert derhalve niet uniform op het interval [0, oo|.

Opgave 4

(a) De machtreeks is in machten van (z — 2). Het middelpunt van de convergentiecirkel is dus
2 = (2,0). Substitueren we w = 271(z — 2)2, dan krijgen we de meetkundige reeks, met
convergentiestraal 1. De gegeven machtreeks heeft dus convergentiecirkel gegeven door
1271(2 — 2)?| = 1, dus door |z — 2|? = 2, ofwel |z — 2| = v/2. De convergentiestraal van
de machtreeks is dus /2.

(b) De machtreeks is in machten van (z—(—3i)), dus het middelpunt van de convergentiecirkel
is —3i = (0, —3). Er geldt dat

In+1+3i"" |14 3in7"| 1

= — - =1
|n + 3i|~1 1+n-1+3in"1 1

Met het limietkenmerk zien we nu dat de convergentiestraal van de machtreeks gelijk is
aan 1/1 = 1.



Opgave 5

(a) De coéfficiént van de Fourier reeks wordt gegeven door

Cr =

1 T "

- —tkz g

s | Fet ds

1/ , 1 [7 :
_/ ea:peflkr dl‘—i- _/ efaa:efzk::p dx
2 J_, 2 Jo

1 T - 1 T :

i efaxezk::p dx 4+ — 6famefzkx dx
2m J, 2 Jo

1 4 ) )

- e~ [ezkx+e—zkx] dr.

21 Jo

(b) Door primitiveren van de in (a) gevonden integrand vinden we

C, =

1 e(fa+ik)x N e(fafik)x m
—a+ik  —a—ik],

2
(=1)keom — 1 1 1
— + .
2 —a+1ik  —a—1k
1—(=1)ke o™ 24
27 a’+ k?

Hieruit volgt de gevraagde formule direkt.
(c) Er geldtdat 0 < e=%" < 1. Hieruit volgt dat |1 — (—1)*e~9"| < 2. We concluderen dat

2 1 2
- <2E2 (k£0).

De reeks ., k™2 is convergent. Met het majorantiekenmerk volgt nu dat de reeks
> ez |cx| convergent is. Hieruit volgt dat de Fourierreeks absoluut uniform convergent

(zie resultaat diktaat).
(d) De functie f is continu en

heeft een absoluut uniforme Fourierreeks. Hij wordt wegens

een stelling dus gegeven door zijn Fourierreeks. In het bijzonder geldt voor x = 0 dat

1=7£(0)

(o)
ikx
= E cre™a=o

k=—o0
= Z Cr = Co + 2 Z Ck

k=—00 k=1
(= e™)  2ax =1 - (—1)keom
N am + T Z a? + k2

k=1

Door vermenigvuldiging met a7 en daarna in beide leden optellen van e ™" verkrijgen we
hieruit de gewenste identiteit.



