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Tentamen Functies en Reeksen

6 november 2014, 13:30 — 16:30 uur

e Schrijf op ieder vel je naam en bovendien op het eerste vel je studentnummer, de naam
van je practicumleider (Arjen Baarsma, KaYin Leung, Roy Wang) en het aantal in-
geleverde vellen.

e Geef niet alleen antwoorden, maar laat ook zien hoe je aan die antwoorden gekomen bent.

e N.B. Als je een stelling uit het dictaat gebruikt, vermeld dat dan en laat ook expliciet zien
dat de voorwaarden van die stelling vervuld zijn.

e N.B. Als je een onderdeel van een opgave niet kunt maken, ga dan toch door met de
volgende onderdelen. Je mag daarbij de in eerdere onderdelen verschafte informatie ge-
bruiken.

e Rekenmachine, diktaat en aantekeningen mogen niet worden gebruikt.

e Alle 5 opgaven tellen even zwaar.

Succes !
Opgave 1
We beschouwen de functies b : R? — R3en f : R? — R gedefinieerd door
h(u,v) = (uv + 20%, (u — v)*,u?), f(z,y,2) =2 — 2% cosy + y cos 2.

(a) Bewijs dat f en h totaal differentieerbaar zijn, en bepaal de matrices van de totale afgelei-
den Dh(u,v)en Df(x,y,2).
(b) Bewijs dat f o richtingsdifferentieerbaar is in (0, 1) en dat voor ieder vector w € R? geldt
dat
Dy(foh)(0,1)=Df(2,1,0)(Dyh(0,1)).
Hint: bepaal eerst een formule voor D(f o h)(0,1).
(c) Bepaal de richtingsafgeleide D,,(f o h)(0, 1) voor de kolomvector w = (—2,1).

Opgave 2

(a) Toon aan dat de functie ¢ : ¢ — e~*/1/t oneigenlijk Riemann-integreerbaar is op |0, ocl;
vergeet daarbij niet de lokale Riemann-integreerbaarheid te beargumenteren.

g(x) = /000 w et dt

een continue functie g : R — R gedefinieerd wordt.

(b) Toon aan dat door

(c) Toon aan dat de functie ¢ differentieerbaar is, en dat |¢'(z)| < 1 voor alle z € R.
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Opgave 3 Voor k£ > 1 definiéren we de functie f, : R — R door

 kx4a?

fr(x) = P

(a) Bewijs dat de reeks > r>1 Jk puntsgewijs convergeert op R.

We definiéren de functie f : R — R door
fx) =) fulz), (z€R) (%)
k=1

(b) Bewijs dat de reeks ), ., fi uniform convergeert op [—R, 1], voor elke R > 0.
(c) Bewijs dat de reeks > r>1 /i niet uniform convergeert op R.

(d) Bewijs dat de in (x) gedefinieerde functie f continu is op R.

Opgave 4 Bepaal voor elk van de volgende machtreeksen de convergentiestraal, en het mid-
delpunt van de convergentiecirkel.

(a) Z (3;—?:2”’ (b) Z n(z ;22)”

n>1 n>1

Opgave 5 Gegeven is een constante 0 < a < 1. We beschouwen de 2m-periodieke functie
f:R — Cdie voor —7 < x < 7 gedefinieerd is door f(z) = cos az.

(a) Toon aan dat f continu is op R. (Hint: maak een schets van de grafiek van f.)

(b) Bereken de Fourier-coéfficiénten van f. Laat in het bijzonder zien dat er een constante
C > 0 bestaat zo dat deze Fourier-coéfficiénten gegeven worden door

(=1)*

erﬁ::(jagjjgg
Hint: schrijf cos ax als som van complexe e-machten.

(c) Bewijs dat de Fourier-reeks »_, _, F(f)x ¢’ absoluut uniform convergent is op R.

(d) Bewijs dat

1 — (-1
Ef:: jg: a2 — k2
k=—o00

Formuleer expliciet de stelling(en) die je daarbij gebruikt.



Uitwerking, Tentamen Functies en Reeksen, 8 nov 2014
Opgave 1

(a) Met de gebruikelijke rekenregels volgt dat de functies h en f partieel diffferenticerbaar
zijn en dat hun Jacobi-matrices gegeven worden door

v u+4v
Dh(u,v) = | 2(u—v) —2(u—v) |,
3u? 0
en
Df(x,y,z):(Qa: Z?siny + cos 2 —ZZcosy—ysinz).

Met de gebruikelijke rekenregels zien we dat de optredende parti€éle afgeleiden continue
functies zijn. Hieruit concluderen we met een stelling dat f en h totaal differentieerbaar
zijn, en dat hun totale afgeleiden D f(z,y, z) : R® — R en Dh(u,v) : R> — R? gegeven
worden door de hierboven bepaalde Jacobi matrices.

(b) Uit de kettingregel volgt dat f o h overal totaal differentieerbaar is. De totale afgeleide in
(0, 1) wordt gegeven door

D(f o h)(0,1) = Df(h(0,1)) o Dh(0,1) = Df(2,1,0) o D(0, 1).

Wegens eens stelling is de functie f o h daarom ook richtingsdifferentieerbaar in (0, 1),
terwijl voor iedere w € R? geldt dat

Dy(foh)(0,1) = [D(f o h)(0,1)](w)
— [Df(2,1,0) o Dh(0,1)](w)
= Df(2,1,0)[Dh(0,1)(w)] = Df(2,1,0)Dyuh(0,1).

(¢) Invullen in de in (a) gevonden formules levert

1 4
Dh(0,1)= | —2 2 en Df(2,1,00=(4 1 0).
0 0

Hieruit volgt wegens eens stelling dat

2
—2
D,h(0,1) = Dh(0,1) =16 ],
(7)1
en dus
Dy(foh)(0,1)=(4 1 0)(2 6 0)F =14



Opgave 2

(a)

(b)

(©)

De functie ¢ is continu dus lokaal Riemann-integreerbaar op het interval. We splitsen het
interval op als
10,00[=10,1] U [1,00], (#)

en onderzoeken de oneigenlijke Riemann-integreerbaarheid op beide stukken. Voor 0 <
t < 1 geldt |p(t)] < t71/2, terwijl de laatstgenoemde functie oneigenlijk integreerbaar is
op ]0, 1]. Met majorantie volgt dat ook ¢ dat is.

Voor 1 < t < oo geldt dat |p(t)] < e, terwijl de laatstgenoemde functie oneigenlijk
integreerbaar is over [1, co[. Hieruit volgt dat ook ¢ dat is.

We concluderen dat ¢ oneigenlijk integreerbaar is over beide deelintervallen in (#), dus
over |0, col.

We definiéren de functie f : Rx |0, co[ — R door

cos(z/1)
Vi

Deze functie is continu, en er geldt voor alle (x,t) € Rx ]0, 00| dat

[f(z, 1) < o(t),

dus de gegeven integraal convergeert voor alle € R en de functie g is continu op R.

flz,t) = et dt.

De functie f is partieel differentieerbaar naar de x-variabele, met parti€le afgeleide gegeven
door

Dif(x,t) = —sin(zvt) e

Hieraan zien we dat D, f continu is op Rx |0, oo[. Voor alle (z,t) in de laatstgenoemde
verzameling geldt dat
D1 f(z,t)] < e,

terwijl ¢ — e~' oneigenlijk Riemann-integreerbaar is op |0, co[. Hieruit volgt met een
stelling dat de functie g differentieerbaar is. Voor de afgeleide geldt

1§/(2)] = / " Duf(t) dt' < / C et

Opgave 3

(a)

Er geldt dat

1 x4+ 2%k
Hieruit volgt dat | fi(x)|/(1/k%) — |2| voor k — oco. De reeks ), k~* is convergent.
Met behulp van het limietkenmerk concluderen we dat de reeks > r>1 fx(x) convergent is
voor elke z € R.



(b) Voor |z| < R geldt dat

2 2 2 2
klz| 4+ <k\:c]—|—x <|x|—|—:c/k<R—|—R.
Bia? = B - B R

| fr(2)| <

Hieruit concluderen we dat R R
_|_
| felli-r.r) < iz

Aangezien de reeks Y, -, 1/k? convergent is, concluderen we met het majorantiekenmerk
dat de reeks ), -, fi absoluut uniform, dus uniform, convergent is op [—R, R].

(c) Voor z > 0 geldt

kx + x?
a2 —1 (z— 00).

| fr()] =

Hieraan zien we dat || fx||r > 1.
[Alternatief argument: er geldt dat | fx(k?)| = 1, dus || f|[r > 1.]

Dus er geldt niet dat || f||lx — 0 voor & — oo. Hieruit volgt dat de reeks ), ., fi niet
uniform convergeert op R.

(d) Zij xy € R. Kies R > 0zo dat |z9| < R. De reeks voor f convergeert uniform op [—R, R],
en de functies f}, zijn continu op R, dus f is continu op [— R, R]. Hieruit volgt dat f continu
is in x(. Aangezien z( een willekeurig punt van R is concluderen we dat f continu is op
R.

Opgave 4
(a) Schrijf a,, = (3+14)"/(n+1). Danis

Qp41
G,

:'(3+)n+1‘ \/_011;71 — V10 (n — 00).

Hieruit concluderen we dat de convergentiestraal van de machtreeks gegeven wordt door
p = 1/v/10 = £+/10. Aangezien 2" = (z — 0)", gaat het hier om een machtreeks rond
nul. De convergentiecirkel heeft dus middelpunt 0.

(b) Schrijf b, = n27". Dan geldt dat

b, 1 1+1 1
s _ntl +/n_>_ (n — 00).
b, omn 2 2
Hieruit volgt dat de convergentiestraal van de machtreeks gelijk is aan 1/(1/2) = 2.

Aangezien (z + 2i)" = (z — (—2i))", gaat het hier om een machtreeks rond —2i. Het
middelpunt van de convergentiecirkel is dus —2i (= (0, —2) ).



Opgave 5

(a)

(b)

(c)

Wegens de 27-periodiciteit van f en de evidente continuiteit van f op | — 7, 7| hoeven we
alleen de continuiteit van f in 7 aan te tonen.

Door de schets van de grafiek realiseren we ons dat de functie = — cos ax een grafiek heeft
die symmetrisch is ten aanzien van y-as. In formule: f(—z) = cos(a(—z)) = cos(—az) =
cos(ax) = f(z) voor alle x €] — 7, 7[. Er geldt daarom dat

lim f(z) = lim f(~2) = lim f(z) = f(r).

xl—m i

Met de 2m-periodiciteit van f volgt nu dat f continu is in 7. Het precieze argument is:

lim /() = lim f(z +27) = lim f(z) = f(r) = lim /(@)

i

dus f is continu in 7.

De k-de Fourier-coéfficiént van f wordt gegeven door

k= (Fflr = % /7T fz)e ™ dx.

We merken op dat f(z) = (" + e~"**) /2 en berekenen eerst

T ' i(a—k)z |7 _ 1\k jiar __ _—iam _1\k o
i ewx efzkm dI — i 6 _ ( 1) € : € — ( 1) SlH((lﬂ')
21 J_, 21 i(a— k)| __ 2n (e —k) 7 (a—k)
Op soortgelijke manier vinden we
™ _1\k oin( — _1\k o
[T e iy, (SDFsin(—am) (=1 sin(am)
2 J_ . T (—a—k) T (a+k)

Door middelen vinden we

2 o (g ) - 2t

Hieruit blijkt de in de opgave gegeven formule, met

C —

o asin(cm)‘
7r
Er geldt dat
: 5 : k?
A lexl /(1/k) = € lim 755 = 1.

Met het limietkenmerk volgt hieruit dat de reeks ) _, ., |cx| convergeert. Hieruit volgt dat
f continu is, terwijl zijn Fourier-reeks absoluut uniform, dus uniform, convergeert op R.
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(d) De functie f is continu, en zijn Fourier-reeks convergeert uniform. Met een stelling con-
cluderen we hieruit dat f gelijk is aan de som van zijn Fourier-reeks. In het bijzonder geldt

in het punt z = 0 dat
— = 3 oW
= f(0) = Z a2 — k2’

k=—00

De gevraagde formule in (c) volgt door beide leden met C'~! te vermenigvuldigen.

Terzijde: substitutie van de gevonden uitdrukking voor C' levert de interessante formule

P&
asin(am) kz a? — k2’

=—0Q

voor elke 0 < a < 1.



