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U mag in ieder onderdeel de conclusies van voorgaande onderdelen gebruiken, ook als u die (nog)
niet bewezen hebt. Motiveer steeds uw antwoord door duidelijk aan te geven welke argumenten

en welke resultaten uit de syllabus u gebruikt om een bepaalde conclusie te trekken.
Veel succes!

Opgave 1

We definiëren drie functies f, g, h : [0, 1] → R door respectievelijk

f(x) =
∫ 2

1

x t−1−x e−tdt

g(x) = lim
β↑∞

∫ β

1

x t−1−x e−tdt

h(x) = lim
β↑∞

∫ β

1

x t−1−xdt

a) Toon aan dat f continu is.

b) Bereken g(0) en bewijs dat limx↓0 g(x) = g(0).

c) Ga na of al dan niet geldt dat limx↓0 h(x) = h(0).

Opgave 2

Zij ω = g1(x, y)dx + g2(x, y)dy gedefinieerd op U = R2\{(0, 0)}, met

g1(x, y) =
x + y

x2 + y2
, g2(x, y) =

y − x

x2 + y2
.

a) Toon aan dat ω gesloten is.

b) Toon aan dat
∫

γ
ω = 0 als γ een gesloten C1 kromme is die de oorsprong niet omsluit.

c) Zij nu γ een gesloten C1 kromme waarvoor het windingsgetal W(0,0)(γ) van γ om de oor-
sprong gelijk is aan 1. Toon aan dat ∫

γ

ω = −2π.

d) Is ω exact?

e) Bereken
∫

γ
ω als gegeven is dat W(0,0)(γ) = k.



Opgave 3

Zij U ⊆ C open. Gegeven is een functie

h : U × [0, 1] → C

zó dat

1. voor iedere t ∈ [0, 1] de functie z 7→ h(z, t) complex differentieerbaar is op U met afgeleide
∂h(z,t)

∂z ,

2. de functie

(z, t) 7→ ∂h(z, t)
∂z

continu is op U × [0, 1],

3. t 7→ h(z, t) Riemann integreerbaar is over [0, 1], voor iedere z ∈ U .

a) Toon aan dat g : U → C gedefinieerd door

g(z) =
∫ 1

0

h(z, t)dt

complex differentieerbaar is met afgeleide

g′(z) =
∫ 1

0

∂h(z, t)
∂z

dt .

Zij nu U = {z | |z| < 1} en zij f : U → C complex differentieerbaar met continue afgeleide.
Definieer γz : [0, 1] → U door

γz(t) = tz

en F : U → C door
F (z) =

∫
γz

f(w)dw .

b) Toon aan dat F complex differentieerbaar is.

Hint: gebruik onderdeel a).

c) Bereken F ′(z).

Hint: gebruik d
dtf(tz) = f ′(tz)z en partiële integratie.


