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» Zetuwnaamencollegekaartnummeop elk blad, alsmedéettotaal aantalingeleverde bladzij-
den.

« Deversdillendeondedelenvandevraagstuklenzijn zoveelals mogelijk is, onafhanlkelijk van
elkaar Indienu eenbepaaldondedeelniet of sledtstendelekuntmalen,mag u deresultaten
daaruit gebruilkenbij hetmalenvandevolgendeondedelen.

« Bij dit tentamemagensyllabi, aanteleningenen/ofrekenmatine NIET wordengebruikt.

Exercise0.1 (Autotoeteropperviak). Definieer

¢g:RP—>R door g(x):xf—}—x%—(l—x;;,)xg en V ={xeR®| g(x)=0]}.

() GanadatV C {x e R®|x3 < 1}.
Dit resultaasuggereerbm voor eenpuntx € V te schrijeendatx; = 1 — s mets € R.
(i) Concludeer
Vcim@  met ¢:R2—> R® gegevendoor  ¢(s, 1) = (1—s?)(s cost, s sint, 1).
Bewijs datin feite V = im(¢).

(i) Toonaandat¢ eenimmersieis in alle puntenvan R® metuitzonderingvan de punten(+1, ¢)
en(0, t), voort € R willekeurig. Preciezerbewijs

dimker(D¢(£1, 1)) = dimker(D¢(0, 1)) = 1.
Bewijs ¢ (+1,7) = 0en¢(0,7) = (0,0,1) = n,vooraller € R.

In debijgaandeillustratieis nietsbijzonderste zienin n € R® (wel daarentgenin 0 € R?).

(iv) Bewijs m.hv. de SubmersiestellingatV eenC> deehariéteitin R® vandimensie2 is in alle
puntenbehorendeot V \ {0}.

Achtergrond. Hetfeit dat¢ niet-immersiefis in de punten(0, 7) is duseen“hebbelijkheid”van¢ en
impliceertin dit geval geensinguliergedragnabij»z vanim(¢) zelf. Tot slot delenwe zonderbewijs
meedatV geendeehariéteitin R® vandimensie2in 0 is.



Exercise0.2 (Viétetransformatie). Veronderstetiaty € R? voldoetaany? — y, > 0 enlatenx; en
x2 € R dewortelszijn van het monischkwadratischpolynoomp(X, y) := X2 4+ 2y:X + y, in de
variabeleX metcoéficiénten2y, enys,.

(i) Bewijs devolgendeformulesvan\Viéte y; = —%(xl + Xx2) €Ny, = x1x7.

Beschouwnudevolgendeévietetransformatigvanhetviak vanwortelsnaarhetvlak vancoéficiénten):

1
®:R? > R? met ox)=y=(- E(XI + X2), X1X2).

In deonderstaand#lustratie zienwe hetbeeldonder® vaneenrastervan equidistanteechtelijnen
parallelaande codrdinaatassefmetanderevoorden:ruitjespapier) Hetlijkt datdezelijnen onder®
overgaanin lijnen die allemaalrakenaaneenparabool We zullendit opmerlelijke resultaabewijzen
in hetonderstaande.
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(i) Bewijs dat®(x1, xp) = P (xp, x1) enleidt hieruit af dat het voldoendeis voor het bewijs om

alleenhorizontaldijnen te beschouwen.

(iii) Beschouw| (x1, x2) € R? | x; € R}, dehorizontalelijn op hoogtex, € R. Toonaandathet
beeldvandezelijn onder® wordtgegevendoor

L(x2) = {y € R?*| p(x2, y) = 0}.
GanadatL(x») eenrechtelijn in R? is metrichtingscoéficiént gelijk aan—2x,.

(iv) BepaaldeverzamelingS ¢ R? vansingulierepuntenvan ® (d.w.z.,x € S danenslechtsdan
alsdetD®(x) = 0) enverifieerdat P = ®(S) eenparabooin R? is.

DefinieerV = {y € R? | y2 > y, }.

(v) BewijsdatV deverzamelingzanpunterin R?isdieonderP liggen. Toonaandat® : R?\S — V
surjectiefis; in hetbijzonder laatziendat

®:{xeR?|x1>x} >V

eenC diffeomorfismes. Concludeedaty € V impliceertdaty € L(x;)NL(x2) metx; # x».
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(vi) Zij xo € R vastmaarwillekeurig gekozen. Bewijs dat L(x2) N P = d(xy, x2), berelende
geometrischeaaklijnaan P in dit punt,enlaatziendatdezeraaklijn gelijk is aanL (x).

(vii) Concludeeuit hetvoorgaandalatdooriederpunty € V erpreciedweeverschillendeaaklijnen
aan P gaanen dat de richtingscoéficiéntenvan die raaklijnengelijk zijn aantweemaalde
tegengesteldemandewortelsvanhetpolynoomp(X, y) in X.





