Tentamen Numerieke Wiskunde (WISB251)

Maak één opgave per vel en schrijf op ieder vel duidelijk je naam en studentnummer. Laat duidelijk zien
hoe je aan de antwoorden komt. Onderstaande formules mag je zonder bewijs gebruiken. Het tentamen bestaat
uit 4 vragen die elk even zwaar meetellen. Je hebt voor dit tentamen 3 uur de tijd, succes!

Handige formules en

o Gedeelde differenties:

flail = f(x),
flovay) = LA,
ooz, 00] = f[xjvgi - i[ij]
loor-.cvon = D ¢ [z,
« Interpolatie:
pn(@) = flwo] + flzo, #1](x — 20) + . .. + flxo, 21, . . . ] ﬁ(x — ),

n

Pry1(x) = pu(x) + flTo, 21, ., Tny Tng1] H(I - Ti),

en(z) = f(x) — pn(z) = flxo,z1,. .., Tn, 2] H(J: — ;).

e Integratie:

b
f(@)dz = f(a)(b—a) +

b
[ #@)de =0 - )@+ 1)/2

e Vaste punt iteratie: De iteratie
X1 = Mxy,

convergeert als p(M) < 1 waarbij p(M) de spectrale radius van M is.



vraag 1 - nulpuntsbepaling We willen het nulpunt, z., vinden van de functie f(z) = sin(z) — x cos(z).

a) Laat zien dat er een nulpunt in het interval (7, 27) ligt. We noemen dit nulpunt x... Beargumenteer
ook dat er maar één nulpunt in dit interval is.

b) Laat zien dat z.. een vast punt is van g(z) = tan(z) maar dat de bijbehorende vastepuntiteratie niet
convergeert.
c) Laat zien dat de vastepuntiteratie 41 = x, + wf(rx) naar x, convergeert wanneer w < 1/(7).

Vraag 2 - Stelsels vergelijkingen We willen het stelsel vergelijkingen Ax = b oplossen met de volgende
methode
Xk4+1 = Xk + w;l(b — Axk),

waarbij A een nxn matrix is en wy, zijn gegeven. We nemen aan dat de matrix A n eigenvectoren vo, vy, ..., vp—1
heeft met bijpbehorende eigenwaarden Ao > A; > ... > A,,_1. We noemen de oplossing x. zodat Ax, = b.
a) Laat zien dat de fout e, = x; — X, voldoet aan
k—1
-1
e, = <H (I —wy A)) €.
i=0
b) Laat zien dat de iteratie in één stap convergeert wanneer ey een eigenvector van A is én wy de

bijbehorende eigenwaarde is.

) We kiezen nu wy, = Ai. Beargumenteer nu dat de iteratie in maximaal n iteraties convergeert voor
een willekeurige beginfout eg. Hint: schrijf de beginfout als lineare combinatie van de eigenvectoren.

vraag 3 - Numerieke differentiatie We willen de tweede afgeleide van een functie f op het punt x benaderen
met de volgende eindige differentie benadering

flz+2h) —2f(x +h)+ f(z)

7 (@) ~ 3 @) = = -
a) Laat zien dat f”(z) — 67 f(z) = Ch en geef een uitdrukking voor C
b) We bekijken nu de functie g(x) = sin(7x) op het interval € [0, 1]. Geef een bovengrens voor de fout
e(z) = [g"(x) - dpg(x)|-
c) We willen nu een betere benadering vinden door de benaderingen met stapgrootte h en h/2 te

combineren:

ALf = adi f(x) + o} o f ().
Geef waarden voor a en 3 zodat f”(z) — A2 f = O(h?).



vraag 4 - Differentiaalvergelijkingen De impliciete midpunt methode voor een differentiaalvergelijking v/ (t) =
f(u(t)) is gegeven door

Uni1 = Up + ALf (W) )
a) Laat zien dat we de methode ook kunnen schrijven als als
At At Un41 + Up
Upy1 = Up + ALSf (un + ?f (un + ?f (un + Atf (%))))
b) Laat zien dat dit een methode van orde twee is, d.w.z. dat u(t) — u, = O(At?).

) Geef een uitdrukking voor het stabiliteitsgebeid van deze methode.



