Tentamen Distributies 11 April 2018

Zet op elk vel dat je inlevert je naam, je studentnummer en op de eerste pagina ook

het aantal vellen dat je inlevert.

Laat bij elke (deel)opgave duidelijk zien hoe je aan je antwoorden komt. In het
bijzonder, als je een stelling gebruikt moet je ook nagaan dat aan de voorwaarden is

voldaan.

Ook als je een onderdeel van een opgave niet kunt maken mag je dat onderdeel in

het vervolg uiteraard wel gebruiken.

Voor I': A— Ben C C Ais F': C — B een afkorting voor Fi¢ : C — B. Waar
F : C — D staat moet wel F'(C') C D aangetoond (zijn danwel worden).

Boek(en en dictaten), cursusmateriaal en aantekeningen mogen gebruikt worden,

electronische apparaten mogen niet gebruikt worden.
Alle 15 deelopgaven tellen even zwaar, de bonusopgave iets minder.

SUCCES!

. De veelterm 4 + 6z — 22 definieert een functie f : R — R.

(a) Leg uit waarom f ondanks f ¢ L'(R) een Fourier-getransformeerde f heeft.
(b) Gana dat f = 876 4 1278’ + 27id”.
(¢) Verifieer F o T, = e_i, - F door F(Tyf) en e_y; - f te berekenen.

. Beschouw voor ¢ € D(I), I C R een open interval, de limiet

oo
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(a) Gamnadat (1) op I =]0,00[ een distributie van orde 0 definieert.
(b) Laat zien dat (1) op I = R een distributie van orde 1 definieert.



3. Gegeven zijn U,V C R" open met U C V waarvoor gesloten verzamelingen A, B C
R™ bestaan met U C A C B C V en een C*—functie x : R" — [0, 1] met suppy C B
en y =1 op A.

(a) Verifieer 1y (@) = ovrn(x - ¢) voor alle ¢ € D(U) C D(R™).

) <
(b) Bewijs typy(u) = oyre(x - w) voor alle u € & (U ) C &(R"), waar tyy = oy en
ovy : (V) — &(U) de restrictie van gpy = iy : D'(V) — D'(U) is.

4. Schrijf f € C™R"/2rZ") indien f € C™(R") in elke variabele 27—periodiek is
en LP(R"/27Z"™) voor de ruimte van (equivalentieklassen van bijna overal) in elke

variabele 2m—periodieke meetbare functies f met

1fll, = (@jr)n /Wu(x)wdx)’l’ < o .

(a) Voor f € L'(R"/27xZ") definieer

voor alle k € Z" en ga na dat F(f) := f = (fi)rezn € CZ" begrensd is.
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(waarbij |k| = |ki| + ... + |ka|), dw.z. lim fr =0.

(b) Toon aan dat

(c) Laat zien dat
f e szr) = { (cr)p € C™" ' sup |kPci| < oo voor alle 8 € N7 }
keZn
voor alle f € C®°(R"/27Z").

(d) Voorzie C*°(R"/27Z™) van de semi-normen

Ifllem = Irr‘lax suRp 0%f(x)] , meNg
ajsm gpeRn

(dit zijn uiteraard allemaal normen, maar de topologie op C*°(R" /27Z") wordt

niet door één van hen gegeven) en voorzie 4(Z") van de semi-normen

(R) = K R>0
(e llocry max sup ke



(ook dit zijn allemaal normen). Vindt voor elke R > 0 een C' > 0 en een m € Ny

met

1l < Clfllon voor alle f € C¥(R"/2n27) @)
(d.w.z. bewijs dat F : C°(R"/27Z") — 4(Z™) continu is).
(e) Reken na dat (F o Q)((ck)x) = (cx)x, waarbij
Gllen)(@) = Y e (3)
kezn

voor alle (¢)r waarvoor (3) absoluut uniform convergent is. Toelichting: In het
geval van absoluut uniforme convergentie levert elke aftelling van Z" dezelfde
limiet (3) op en is ¢ dus goed gedefinieerd.

(f) Toon aan dat F : C°(R"/27Z") — s(Z") surjectief is.

(g) Verifieer dat

F . CR"/2xZ") — (2(Z") = { (cx)r € C*" ’ \k1|iinoock =0 }
injectief is. Hint: Schrijf
! / eil<k|m>f(37) dx = i ' eiiklmlF<.§L’1 ]{ZQ Ce ]{Zn) d.ﬁlfl
(27T)n [—m,m]™ 27 -7 T ’
met
1 .
F(xy, ko, ... ky) = 2ryi /[ - e i(kazatethnn) £(0) d(zg, ..., )

en gebruik dat het resultaat voor n =1 al bekend is.

(h) Concludeer dat & : C°(R"/2nZ") — s(Z") bijectief is met inverse gegeven
door (3) en bewijs dat F 1 : 4(Z") — C°°(R"/27Z") continu is.

(bonus) Ga voor absoluut uniform convergente (3) de gelijkheid van Parseval

IF15 = DO IAP = Il

keZn

na en laat zien dat de Fouriertransformatie een unitaire operator
F . L*R"/2nZ") — (*(Z") = { (cr)p € C* ’ | (cx)rll2 < o0 }

definieert.



