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Alle opgaven tellen even zwaar (10 punten); je cijfer is het totaal aantal
punten, gedeeld door 5. Als een opgave uit meerdere deeltjes bestaat, staat
bij elk deeltje hoeveel van de 10 punten dat deeltje waard is.

Advies: maak eerst die opgaven, die je kunt; en ga dan nadenken over de
rest. Succes!

Opgave 1. Laat L een taal zijn, T een L-theorie, M een model van T en A
een substructuur van M. We beschouwen ook de taal L4, die een constante
heeft voor elk element uit A.

Veronderstel, dat de theorie T" kwantoreliminatie heeft.

a) (b) Laat zien dat er voor elke L4-zin ¢ een L 4-zin 1) is zodat geldt:
ME¢ < AkEY

b) (5) Stel nu, dat M; en My modellen van T zijn, en A een substructuur
van zowel M als M,. Laat zien dat M; en M, dezelfde L 4-zinnen waar
maken.

Opgave 2. De theorie Ty van dichte lineaire ordeningen zonder eindpunten
is geformuleerd in de taal Ly = {<} en heeft de axioma’s:

Ve-(z < x) Veyz(e <yAy <z —x < z)
Vey(r <yVaez=yVy<z) Veylr<y— Jz(x <zAz<y))
Vedzw(z <z Az < w)

Ik herinner eraan, dat de theorie T; w-kategorisch is, d.w.z. elk tweetal aftel-
baar oneindige modellen van T} is isomorf.

a) (7) Laat nu T7 de theorie zijn die dezelfde axioma’s heeft als Tj;, maar
geformuleerd in de taal L2 = Ly U {c,d} waar c en d twee constanten
zijn. Bewijs dat T? precies 3 niet-isomorfe aftelbare modellen heeft.

b) (3) Geef een voorbeeld van een theorie die precies 4 niet-isomorfe af-
telbare modellen heeft.



Opgave 3. Laat met bewijsbomen zien:
a) (3) Jzd(z) = ¢ F Va(d(z) = ¥)
b) (3) Jz(¥ = ¢(x)) F ¢ — Jzg(x)
) WovE—-x)FEv—(oVx)

Hier veronderstellen we in a) en b), dat de variabele z niet voorkomt in .

Opgave 4. Laat, in de lege taal, ¢, de zin zijn die uitdrukt: “er zijn hooguit
n elementen” (hier is n een natuurlijk getal > 0). Stel dat T" een theorie is
die alleen eindige modellen heeft.

Laat zien dat er een n > 0 is zodat T' F ¢,,.
[Hint: beschouw de theorie 77 = T U {=¢, |n > 0}. Gebruik de Compact-
heidsstelling en de Volledigheidsstelling]

Opgave 5. Ik herinner eraan dat een verzameling x transitief heet als elk
element van x een deelverzameling van x is; m.a.w., elk element van een
element van z is weer een element van x.

Laat x een willekeurige verzameling. Met transfiniete recursie kunnen we
een operatie F' op het ordinaalgetal w definiéren, die voldoet aan:

F(0) = x
Fla+1) = F(a)U(UF()
We definiéren: 7 = (J ., F(a).
a) (b) Laat zien dat T altijd transitief is.

b) (5) Laat zien: als  C y en y is transitief, dan geldt T C y (Hint:
gebruik inductie op w om te laten zien dat F'(a) C y, voor alle a € w).

De verzameling T heet de transitieve afsluiting van x.



