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Opgave 1

Geef bewijsbomen voor de volgende uitspraken:
(@A) = (¢ — )
(¢V ) — ¢
Fzg(x) — Fy(o(y) V¥ (y))
((PVY)N=¢) =

Opgave 2

Zij T een consistente theorie in een eerste orde taal £. Bewijs dat de volgende uitspraken equivalent
zijn, waarbij we Th(M) schrijven voor de verzameling van zinnen van £ die waar zijn in een model
M.

a) T is volledig.
b) Elk tweetal modellen van T maakt dezelfde zinnen van £ waar.

c) Als M een model voor T is, dan bewijzen T' en Th(M) dezelfde zinnen van £ (dwz. T + ¢
dan en slechts dan als Th(M) b ¢).

Opgave 3

Zij L en L' een tweetal talen zodanig dat £ C L' (we zeggen dat L' een uitbreiding is van de taal £).
Elke £'-structuur M bepaalt dan een L-structuur N: N heeft dezelfde onderliggende verzameling
als M en elke constante, relatie- of functiesymbool in £ wordt in N precies zo geinterpreteerd als
in M. We zeggen dan dat N de restrictie is van M en, omgekeerd, dat M een expansie is van N.
Zij verder T een theorie in de taal £ en T’ een theorie in de taal £'. We zeggen dat T’ een
uitbreiding is van T, als voor elke L-zin ¢ geldt dat T’ F ¢, wanneer T + ¢.

a) Bewijs dat T” een uitbreiding is van T' dan en slechts dan als de restrictie tot een L-structuur
van ieder model van T’ een model van T is.

b) Bewijs dat als 7" een uitbreiding is van T en elk model van T een expansie tot een L'-
structuur heeft die een model van T” is, dat T" dan conservatief is over T



Opgave 4

Beschouw in de taal L = {<} de theorie T' van posets. Wanneer P een poset is en p en ¢ elementen
van P, dan is een pad (van lengte n) van p naar g een rijtje

P=20,T1,X2,...,Tpp, = (¢
van elementen in P, zodanig dat
z; < xiqp1 of 240 <2y
voor alle i < n.

a) Geef voor elke n € N een formule ¢, (z,y) in de taal L, die uitdrukt dat er een pad van
lengte n is van x naar y.

b) Bewijs dat T F ¢, (x,y) — ¢ni1(z,y).

Een poset P heet samenhangend als er voor elk tweetal elementen p,q € P een pad bestaat van p
naar q.

¢) Bewijs dat er geen theorie 7" O T in de taal L bestaat waarvan de modellen precies de
samenhangende posets zijn.

Opgave 5

Beschouw in de taal L = {-,1} de theorie T van groepen. Zij G verder een groep. Geef theorieén
Ty, T1 en Ty in de taal Lg zodanig dat voor elke Lg-structuur M geldt:

METy, < M is een groep met een homomorfisme f: G — M.

MET) & M iseen groep met een injectief homomorfisme f : G — M.

MET, < M iseen groep die een elementaire substructuur M’ bevat
die isomorf is met G.



