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Bij dit tentamen mag het dictaat niet gebruikt worden.

Schrijf op elk vel je naam, studnr en naam practicumleider.

Belangrijk: laat bij elke opgave zien hoe je aan je antwoord komt!!

Veel succes!

OPGAVEN
Antwoorden op de pagina na de opgaven

1. Zijn de volgende uitspraken goed of fout? Verklaar je antwoord.

(a) (b pt) Stel L/K is een Galoisuitbreiding en M een tussenlichaam, dat
wil zeggen K C M C L. Dan is L/M een Galoisuitbreiding.

(b) (5 pt) Stel L/K is een Galoisuitbreiding en M een tussenlichaam, dus
K Cc M C L. Dan is M/K een Galoisuitbreiding.

(c¢) (5pt) Stel L is het splijtlichaam van een irreducibel polynoom f € K[X]
van graad n. Zij M een tussenlichaam, Galois over K, z6 dat L = M («)
voor een nulpunt o van f. Dan is [L : M| een deler van n.

(d) (7 pt) Het aantal tussenlichamen van de uitbreiding Fg4/F2 (inclusief
Fgq en Fy zelf) is gelijk aan 6.

(e) (5 pt) Elke eindige uitbreiding van [F,, (p priem) is een Galois uitbreiding
met cyclische Galoisgroep.

2. Beschouw het polynoom f = X% — ¢tX3 +t € Q(¢)[X] in de variabelen Xt
en zij L het splijtlichaam van f over het grondlichaam Q(t).

(a) (5 pt) Bewijs dat f irreducibel in Q(¢)[X] is.

(b) (5 pt) Stel dat a € L een nulpunt is van f, dat wil zeggen: a8 —ta3+t =
0. Laat zien dat wa en t1/3/a ook nulpunten van f zijn (hierin is
wd=1,w#1.

(¢) (5 pt) Bewijs dat L = Q(a,w, t/3).

(d) (7 pt) Bepaal de Galois groep en de deellichamen van de uitbreiding
Q(w, /%) /Q(1).

(e) (5 pt) Bewijs dat Q(t, o) = Q(t, /12 — 4t) door f = 0 op te lossen in
X3, Waarom geldt nu dat a ¢ Q(w, t/3)?

(f) (7 pt) Bewijs dat [L : Q(t)] gelijk is aan 12,18 of 36.

(g) (5 pt) Er is nu gegeven dat [L : Q(¢)] = 36. Laat zien dat er elementen
0,7 € Gal(L/Q(w, t'/3) bestaan, z6 dat 7(a) = t'/3/a en o(a) = wa.

3. In de volgende onderdelen mag je gebruiken dat elke kwadratische uitbreid-
ing van een lichaam K (van karakteristiek # 2) van de vorm K (y/a) is met
a€ K.



(a) (7 pt) Zij K een lichaam van karakteristiek # 2 en «, 8 € K*. Bewijs
dat K(y/a) = K(y/B) precies dan als er v € K bestaat z6 dat a = 3v2.

In de volgende onderdelen nemen we K = Q(i) met ¢ = /—1. Kies a,b € Q,
stel dat a + bi geen kwadraat is Q(7) is, en definieer L = Q(7, va + bi).

(b) (343 pt) Bewijs dat L/Q Galois is met Galoisgroep Vi (Viergroep van
Klein) precies dan als L een deellichaam van de vorm Q(v/d) bevat,
met d € Z en niet van de vorm +m? met m € Z.

(c) (4+4 pt) Bewijs dat L/Q Galois is precies dan als er ¢ € Q bestaat, z6
dat a® + b% = 2.
(d) (5 pt) Geef alle groepen van orde 4 (op isomorfie na).

In de volgende opgaven mag je gebruiken dat als a® 4+ b een kwadraat in Q
is, er r € Q,v € Q(i) en p € {1, +i} bestaan, z6 dat a + bi = ruy>.

(e) (5 pt) Bewijs dat er r € Q en pu € {£1,+i} bestaan, z6 dat L =
Qs /i)

(f) (5 pt) Bewijs dat er geen cyclische Galoisuitbreidingen van Q van graad
4 bestaan, die Q(7) als deellichaam bevatten.

UITWERKINGEN zie volgende bladzijde



UITWERKINGEN

1. Zijn de volgende uitspraken goed of fout? Verklaar je antwoord.

(a)

(5 pt) Stel L/K is een Galoisuitbreiding en M een tussenlichaam, dat
wil zeggen K C M C L. Dan is L/M een Galoisuitbreiding.
Antwoord: Ja, een Galoisuitbreiding L/K is splijtlichaam van een sep-
arabel polynoom f € K[X]. Omdat tevens f € M[X], is L ook Galois
over M.

(5 pt) Stel L/K is een Galoisuitbreiding en M een tussenlichaam, dus
K C M C L. Dan is M/K een Galoisuitbreiding.

Antwoord: Nee, tegenvoorbeeld, splijtlichaam L van X3—2 over K = Q.
Deze bevat M = Q(+/2), dat niet Galois over Q is.

(5 pt) Stel L is het splijtlichaam van een irreducibel polynoom f € K[X]
van graad n. Zij M een tussenlichaam, Galois over K, z6 dat L = M («)
voor een nulpunt « van f. Dan is [L : M] een deler van n.

Antwoord: Ja, stel f ontbindt in M[X] als ¢ = g1---¢g, en stel dat
g1 € M[z] het minimaalpolynoom van « over M is. Dan zijn de overige
factoren g; Galoisgeconjugeerden van g1 (deze zitten ook in M[X] om-
dat M Galois is) en hebben dus graad r. Gevolg, f is het product van
polynomen van graad r en dus is = [L : M] is een deler van n.

(7 pt) Het aantal tussenlichamen van de uitbreiding Fgs/Fo (inclusief
Fgq en Fy zelf) is gelijk aan 6.

Antwoord: Nee, Foa is een deellichaam van Fgg = Fy6 precies dan als
d|6. Dus d = 1,2,3,6.

(5 pt) Elke eindige uitbreiding van [F,, (p priem) is een Galois uitbreiding
met, cyclische Galoisgroep.

Antwoord: Ja, elke eindige uitbreiding van [, is van de vorm F

pf? en
deze is Galois over [F),.

2. Beschouw het polynoom f = X6 —¢X3 +¢ € Q(¢)[X] in de variabelen Xt
en zij L het splijtlichaam van f over het grondlichaam Q().

(a)

(b)

(5 pt) Bewijs dat f irreducibel in Q(¢)[X] is.
Antwoord: f is Eisenstein polynoom mbt het irreducibele element ¢ in
Q[l-
(5 pt) Stel dat a € L een nulpunt is van f, dat wil zeggen: a8 —ta3+t =
0. Laat zien dat wa en t1/3/a ook nulpunten van f zijn (hierin is
wd=1,w# 1.
Antwoord: Controle:
(wa)b —t(wa) +t=0a —ta® +t=0

(3 /a)8 —t(t/3/a)® +t = (t/a®)(t — ta® 4+ a = 0.
(5 pt) Bewijs dat L = Q(a,w, t/3).
Antwoord: Uit voorgaande onderdeel volgt dat de nulpunten van f
gegeven worden door w*a en wltl/?’/a met k,l = 0,1,2. Dus L bevat

(wa)/a = w en (t'3a)a = t'/3, en natuurlijk o Omgekeerd is elk
nulpunt bevat in Q(a,w, t'/3).



(d) (7 pt) Bepaal de Galois groep en de deellichamen van de uitbreiding
Q(w, t7%)/Q(1).
Antwoord: M = Q(w,t'/3) is het splijtlichaam van X3 — t over Q(t).
Omdat t'/3 ¢ Q(w) is M : Q] = 6 en de Galoisgroep gelijk aan S3 (dit
is de enige ondergroep van Ss met 6 elementen. De echte deellichamen
zijn Q(t,w) en Q(t1/3), Q(wt/3), Q(wt!/3).

(e) (5 pt) Bewijs dat Q(t, o) = Q(t, /12 — 4t) door f = 0 op te lossen in
X3, Waarom geldt nu dat o & Q(w, t'/3)?
Antwoord: Merk op dat f(a) = 0 een kwadratische vergelijking in o is.

Oplossing geeft, (t £ /12 — 4t)/2. Dus Q(t,a3) = Q(¢, V12 — 4t). Stel
a € Q(w,t'/3. Dan geldt o® € Q(w,t'/3) en dus V12 — 4t € Q(w, t'/3).
Echter, het enige kwadratische deellichaam van Q(w,t'/3) is Q(w, ).
En deze bevat niet v/t2 — 4t. Conclusie, o & Q(w, t'/3).
(f) (7 pt) Bewijs dat [L : Q(¢)] gelijk is aan 12,18 of 36.

Antwoord: Definieer M = Q(w,t"/?). Onder Gal(L/Q(t)) vormen de
zes nulpunten 1 baan van lengte 6. Omdat Gal(L/M) normaaldeler
van de totale Galoisgroep is, splitsen de nulpunten in banen van lengte
1,2, 3 of 6 op onder Gal(L/M). Lengte 6 kan niet, want dan zou o € M.
Dus blijven baanlengten 1,2, 3 over en dit correspondeert met [L : M| =
6,3,2. Samen met [M : Q(t)] = 6 geeft dit onze bewering.

(g) (5 pt) Er is nu gegeven dat [L : Q(t)] = 36. Laat zien dat er elementen
0,7 € Gal(L/Q(w, t'/3) bestaan, z6 dat 7(a) = t'/3/a en o(a) = wa.
Antwoord: Stel o € Gal(L/Q(t)). Dan geldt in elk geval dat o(«) weer
een nulpunt van f is, o(t'/3) = w*t'/3 voor k = 0,1 of 2 en o(w) = w*'.
Hiervoor zijn 6-3-2 = 36 mogelijkheden en omdat de graad 36 is, komt
elke mogelijkheid voor. In het bijzonder zijn er Galois elementen die
naar t'/3 /o of o naar wa.

Sterker nog, ook zonder graad 36 geldt dit, de Galois groep werkt im-
mers transitief op de nulpunten van een irreducibel polynoom.

3. In de volgende onderdelen mag je gebruiken dat elke kwadratische uitbreid-
ing van een lichaam K (van karakteristiek # 2) van de vorm K (y/«) is met
ae K.

(a) (7 pt) Zij K een lichaam van karakteristiek # 2 en «, f € K*. Bewijs

dat K(y/a) = K(1/B) precies dan als er v € K bestaat z6 dat o = $72.
Antwoord: Stel eerst a = $72. Dan geldt v/a = v/, dus K(\/a) =
K(VB).
Stel nu K(y/a) = K(y/B). Dan geldt /a = a + by/ voor zekere
a,b € K. Neem kwadraat a = a® + b?3 + 2aby/B. Vergelijken van
linker- en rechetrzijde geeft o = a® + b?3 en 2ab = 0. Dus ab = 0
(karakteristiek is # 2). Als b = 0 dan /o = a € K. Maar lichamen
zijn isomorf, dus ook /B € K en de uitspraak volgt. Stel nu a = 0.
Dan geldt v/a = by/ en we zijn klaar.

In de volgende onderdelen nemen we K = Q(¢) met ¢ = y/—1. Kies a,b € Q,
stel dat a + bi geen kwadraat is Q(7) is, en definieer L = Q(i, Va + b7).



(b)

(d)

(343 pt) Bewijs dat L/Q Galois is met Galoisgroep Vj (Viergroep van
Klein) precies dan als L een deellichaam van de vorm Q(v/d) bevat,
met d € Z en niet van de vorm +m? met m € Z.

Antwoord: Stel eerst dat L een deellichaam Q(v/d) bevat met d/i € Q.
dat betekent (zie voorgaand onderdeel) dat Q(i) niet isomorf is met
Q(+/d) in het bijzonder v/d & Q(i). Dus Q(i,v/d) heeft graad 4 over Q
en is bovendien Galois, want splijtlichaam van (X2 + 1)(X? — d). De
Galoisgroep bevat de elementen 0,7 met o(i) = i,0(v/d) = —Vd en
7(i) = —i,7(v/d) = Vd. Ze hebben orde 2 en commuteren, dus Galois
groep in V.

Stel nu dat L/Q Galois is met groep V4. Deze groep bevat 3 onder-
groepen van orde 2, dus bevat L drie kwadratische uitbreidingen van
Q. Eén ervan is Q(i), noem een van de anderen Q(v/d). Omdat deze
niet gelijk is aan Q(¢7) moet gelden dat d/i ¢ Q. Door noemers uitver-
menigvuldigen mogen we aannemen dat d € Z.

(444 pt) Bewijs dat L/Q Galois is precies dan als er ¢ € Q bestaat, z6
dat a? + b = 2.

Antwoord: Als L/Q Galois is dan bevat L ook v/a — bi. In het bijzonder,
L = Q(i,va—bi). Op grond van onderdeel a) volgt hieruit (a + bi) =
(a — bi)y? met v € Q(i). Na vermenigvuldigen met a — bi, a? + b* =
(a — bi)®y2. Dus a? + b? is een kwadraat in Q(i). Maar dit kan alleen
als a® + b? een kwadraat in Q is.

Stel a® + b?> = ¢?. Het minimaalpolynoom van a + bi is X% — 2aX? +
a? +b* = X* —2aX%+ % Als a een nulpunt is, dan zijn —a, ¢/ en
—ca dat ook. Dus L = Q(«) is splitlichaam en daarmee Galois over Q.

(5 pt) Geef alle groepen van orde 4 (op isomorfie na).
Antwoord: Vi en C(4).

In de volgende opgaven mag je gebruiken dat als a® 4+ b een kwadraat in Q
is, er r € Q,v € Q(i) en p € {#1, +i} bestaan, z6 dat a + bi = ruy>.

(e)

(5 pt) Bewijs dat er 7 € Q en p € {£1,+i} bestaan, z6 dat L =
Qi /rm)-

Antwoord: Vergeten te vermelden dat we L/Q Galois veronderstellen.
Neem dit aan. Dan a? +b*> = ¢ Dus a + bi = ruy? en L =
Q(i, Va + bi) = Q(i, /7).

(5 pt) Bewijs dat er geen cyclische Galoisuitbreidingen van Q van graad
4 bestaan, die Q(7) als deellichaam bevatten.

Antwoord: Stel dat L/Q Galois is. Uit voorgaande, L = Q(i, \/7f). Als
1= £1 dan is L van de vorm L = Q(i,v/d) (met rpu = d). Asl p =

dan geldt ru = (r/2)(144)2, en dus L = Q(i, \/r/2(1+1)) = Q(4, \/7

In beide gevallen is Galois groep V.



